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Abstract 

In [1] a method for realizations of bialgebras is presented . It allows 
to construct algebras of linear operators wich are endowed with a 
bialgebra structure : U X (A, e) . The inital data for such a construction 
is a linear application : 

x : L — » Invd(F) , 

where L and F are two coalgebras that are supposed of finite dimen- 
sions in this article , and where Invd(F) denotes the algebra of right 
invariant operators on any coalgebra F . T(L) and T(F) denote the 
tensor algebras which are equiped with their bialgebra structures ex- 
tending, by algebra morphisms, the coproducts and counits defined 
on L, resp on F . Let us recall shortly the construction . 
The linear application x : L — > Invd(F) and the coalgebra structure 
of L allow to extend for any I £ L , x(l) into an operator X(l) not 
only defined on F , but defined on T{F) in the following manner : 
for w\ and u>2 in T(F) , 

X(l)( Wl .w 2 ) = Y J X{l' k )(w 1 ).X{il)(w 2 ) 

k 

where 
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In [1] it is shown that the algebra generated in End{T{F)) by the 
operators X(L) and the indentity is a bialgebra : U x (Al, el) , which 
is included in Invd{T(F)) . 

Then the duality theorem is expressed in the following way : 
By taking the transposition of the application : 

x : L — > Invd(F) 

we obtain : 

x* = y : F — »■ Invd(L) , 

and by applying the previous results to x and y we obtain two bialge- 
bras U x (Al,6l) and V y {Ap,eF) , and two bialgebra morphisms map- 
ping units onto units 

tt x ■ T(L) -4[/jC Invd{T(F)) C End(T(F)) , 



% : T(F) -> V y C Invd{T{L)) C End(T(L)) . 

By denoting for any coalgebra C, the canonical duality between c £ C 
and j4 € Invd(C) : ec ° -4(c) =< A,c> , then we have : 

Theoreme 0.1 Duality theorem 

For any w € T(L) and v € T(F) the following indentity holds : 

< ir x (w),v >=< ir y (T(v)),T(w) > , 

where r denotes the anti-isomorphism of tensor algebras which re- 
verses the order of tensors . 

Then this theorem is used to prove properties of the ideal of relations 
associated to any realized bialgebra U x (Al,€l) ■ 
In particular the vector spaces of relations of order less or equal to n 
in T(L), are shown to be coideals , for any n . Then we describe two 
complementary constructions of these coideals . 

One of these constructions relies on the following characterization of 
the vector space of relations of U x contained in a subcoalgebra C of 
T(L) : it coincides with the maximal coideal of C contained in the set 
of relations defined by the minimal representation, on C © F . 



CPT 2005 /P.004 

Centre de Physique Theorique , CNRS , Luminy, case 907 , 13288 Marseille 
Cedex 9 , France . 



2 



1 Introduction . 

L'article " Remarques sur une methode de realisations de bigebres, et algebres 
de Hopf associees a certaines realisations " [1] , presente une methode generate, 
qui permet de construire des algebres d'operateurs lineaires, qui sont munies 
d'une structure de bigebre. 

Une bigebre est une algebre associative (sur C), U , munie d'un coproduit 
coassociatif , 

A : U — > £/ ®U , qui est un morphisme d'algebres , et d'une counite 
e : U — > C , qui est un morphisme d'algebres , et qui verifient : 

e®ido A = id® e o A = id: U -> U . 

Soient deux cogebres , L(Al, 6l) et F(Ap, 6f) , les algebres tensorielles T(L) 
et T(F) sont munies de structures de bigebres qui etendent par morphismes 
d'algebres les structures de cogebres de L et respectivement de F . 
Dans le cas general de cogebres L et F de dimensions quelconques ,voir(l), 
il y a des precautions a prendre pour definir des sous algebres d'operateurs 
invariants a droite sur les cogebres L , F , et surtout sur, T(L) et T(F) . 

Dans cet article on suppose que les cogebres L et F sont de dimensions finies 
et pour fixer les notations on notera respectivement K et E les algebres 
associatives , avec unites , dont L , respectivement F , sont les cogebres 
duales: 

L(A L ,e L ) = K* et F(A F ,e F ) = E* . 

Alors les algebres d'operateurs invariants a droite sont bien definies ; on les 
designera par Invd(L), Invd(F) , Invd(T(L)) , et Invd(T(F)) . Ces algebres 
sont vectoriellement isomorphes aux duaux des cogebres correspondantes. 

Les donnees initiales pour la realisation d'une bigebre sont : 

deux cogebres L(Al,€l) et F(Af,€f) et une application lineaire x : 

x : L — >• Invd(F) . 

Alors cette application lineaire x et la structure de cogebre de L(A l ,€l) 
permettent, pour tout vecteur I e L , d' etendre de maniere unique l'operateur 
x(l) en un operateur X(l) , non plus simplement de : F —> F , mais 



3 



de : T(F) -> T(F) , de la fagon suivante : 
pour Wi , w 2 dans T(F) : 

k 

ou 

a(/) = ^4®4'- 

L'algebre engendree par les operateurs X(l), I E L et l'operateur identite 
dans End(T(F)) est alors munie d'une structure de bigebre notee: 

U x (A L ,e L ); avec : A L X(l) = J] X(l' k ) (g) X(Q ; 
elle agit sur T(F). 

Les operateurs X(7) e Invd(T(F)) sont des operateurs invariants a droite 
sur T(F) : 

^(A L ,e L ) C Invd(T(F)) C End(T(F)). 
De plus Ton obtient alors un morphisme d'algebres preservant l'unite : 

tt, : T(L) -> ^(A L ,e L ) C Invd(T(F)) 

qui est aussi un morphisme de cogebres. 

Le paragraphe 2 rappelle les theoremes decrivant la realisation de bigebres 
de [1] dans le cas ou L et F sont de dimensions finies . 

Le paragraphe 3 est consacre a la demonstration du theoreme de dualite 
que Ton decrit maintenant . 

La construction precedente est associee a toute application lineaire 

x d'une cogebre L dans l'espace des operateurs invariants a droite sur une 

cogebre F . 

Parce que le dual d'une cogebre de dimension finie est canoniquement isomor- 
phe a l'espace vectoriel des operateurs invariants a droite sur cette cogebre , 
par transposition de l'application x : L — > Invd(F) on obtient, l'application 
lineaire y : F —> Invd(L) : 

x l = y : F — > Invd(L) . 
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On obtient ainsi : 

Une application lineaire 

Y : F -> Invd(T(L)) , 

la bigebre : 

V y (A F ,e F ) C Invd(T(L)) 
et un morphisme d'algebres 7^ : 

n y : r(F) -> V„(A F , e F ) C Invd{T{L)) , 

qui est aussi un morphisme de cogebres . 

Pour tout operateur a G Invd(C) et tout c G C , oil C est une cogebre 
on denote la dualite entre a et c par : < a, c > , 

ec o a(c) =< a, c > . 

En designant , pour tout espace vectoriel V par T (V) la sous algebre ten- 
sorielle suivante , 

T (V) = V ®V ®V © ...0 ® n V © ... , 

et par r l'anti-isomorphisme d'algebre tensorielle correspondant au renverse- 
ment de l'ordre des tenseurs , 

alors le theoreme de dualite s'exprime de la fagon suivante : 
Theoreme 1.1 Theoreme de Dualite. 

Pour toutes suites l 2 , ■■■l p ), U G L et (/i, / 2 , ■■■f q ) , fj G F , nous avons : 
< X(h) o X(l 2 ) o ... o X(l p ), h ® h ® - ® fq) > 

est egal a 

< Y(f q ) o y(/,_!) o ... o y(/0, Z p ® Z p _i (8> ... (8) Zi > . 
Ft p/ns generalement , pour tous vecteurs w G T(L) et v G T(F) /'on a : 

< ir x (w),v >=< 7Ty(r(v)), t(w) > . 
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Le paragraphe (4) est consacre a 1 'etude de proprietes concernant les ideaux 
de relations des bigebres realisees . En particulier il y est demontre que pour 
tout n , l'espace vectoriel, R n {U x ) , des relations d'ordre n d'une bigebre 
U x (Al, €l) est un coideal de T(L) . 

L'espace vectoriel R n (U x ) des relations d'ordre n de la bigebre U x (A L ,e L ) 
etant le noyau de l'application: 

tt x : T n {L) ^U X C Invd(T(F)) , 

ou 

T n (L) :C®L®L®L®..® ® n L . 

La propriete de R n (U x ) d'etre un coideal de T n (L) est demontree dans le 
theoreme 4.1 : 

Theoreme 1.2 Pour toute bigebre realisee , U x (A L ,eL) , et pour tout n , 
Von a : 

A L (R n (U x )) C Rn{U x ) ® T n {L) + T n {L) ® R n (U x ) . 

D'autre part on obtient , toujours comme consequences du theoreme de du- 
alite, deux constructions , complementaires et utiles , des coideaux de rela- 
tions d'ordre n . 

La premiere construction provient de la caracterisation des coideaux de re- 
lations de la bigebre U x (A l ,6l) comme les coideaux , de relations definies 
par la representation minimale , en l'occurrence la representation de U x sur 
C ® F ( theoremes 4.3 , 4.4 , paragaphe 4.2 ) . 

Cette caracterisation des coideaux de relations de la bigebre U x (Al,€l) est 
interessante ; par exemple elle pourrait permettre de trouver des solutions au 
probleme de la realisation de bigebres admettant Taction d'operateurs parti- 
culiers . 

Pour la position du probleme de l'existence de l'antipode sur une bigebre 
U x (Al, €l) , lorsque par exemple K est trigonalisable , voir [1] . 

Cette premiere construction des coideaux R n {U x ) est demontree dans 
le theoreme 4.4 et consiste dans les operations suivantes . 

Soit le sous espace vectoriel R\ de T n (L) defini par le noyau de n\ : 
R l n = T n (L) n ker tt* , tx\ : T(L) -»• Invd(F) C Invd(T(F)) . 



6 



L'algebre T n (K) est le dual de T n (L) et l'orthogonal dans T n {K) de R\ est 

un sous espace vectoriel W n C T n (K) de l'algebre T n (K) . 

Soit B(W n ) la plus petite sous algebre de T n (K) contenant W n et l'unite de 

T n (K); 

on a alors : 

Theoreme 1.3 L 'orthogonal dans T n (L) de la sous algebre B(W n ) est R n (U x ), 
le coideal des relations d'ordre n . 

Finalement , dans cet article , on expose une construction complement aire, 
issue du theoreme 4.1 , des coideaux R n (U x ) dans le theoreme 4.5 . 

De plus Ton remarque dans ce paragraphe 4 , que les resultats restent val- 
ables, non plus simplement pour les sous espaces vectoriels des relations de 
la bigebre U x (Al,€l) contenues dans les cogebres T n (L) , mais pour 1' espace 
vectoriel des relations contenues dans une sous cogebre(de dimension finie), 
arbitraire , de T(L) . 

Pour les proprietes et les definitions usuelles des algebres, cogebres, et des 
algebres de Hopf voir [2] . En ce qui concerne les constructions des groupes 
quantiques et leurs etudes , ainsi que les applications et leurs origines voir 
[3], [4], [5] et les references qui y sont contenues , dont l'origine en termes de C* 
Algebres. D'autre part des travaux concernent l'utilisation dans le domaine 
de l'analyse fonctionnelle et de la geometrie non commutative d'algebres de 
Hopf particulieres [6], ou encore dans le domaine de la theorie quantique 
des champs [7] , [8] . Signalons enfin une approche, plus axiomatique , des 
algebres de Hopf en termes d'algebres de Von Neumann. 

2 Rappels sur une methode de realisations de 
bigebres. 

Dans ce paragraphe on decrit la methode de realisation de bigebres plubliee 
dans: arXiv:math-ph 0312049, 

Les donnees initiales pour la realisation d'une bigebre sont les suivantes. 
Soient K et E deux algebres associatives avec unites ; 

on designe par L et F les cogebres (coassociatives avec counites) duales de 
K etE. Pour tout espace vectoriel F, T(F) designe l'algebre tensorielle con- 
struite sur F. Dans cet article on supposera pour simplifier que les algebres 
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K et E sont de dimensions finies sur C . 
Alors pour toute application lineaire : 

x t : L -> E 

est associee une bigebre U x (Al,6l), construite de la fagon suivante : 
pour tout I G L , Xt(l) G E ; et la transposition de l'operateur multiplication 
a gauche dans E par x t (Z) est un operateur invariant a droite sur la cogebre 
F. On designe par x l'application lineaire de la cogebre L dans les operateurs 
invariants a droite sur la cogebre F . L'application lineaire x et la structure 
de cogebre de L permettent d'etendre les operateurs x(l) non plus simple- 
ment de F — > F mais de T(F) T(F) de la maniere suivante : 
pour w\ et u>2 G T(F) on definit : 

x(i)( Wl .w 2 )^ x ^)M- x (OM 
k 

ou 

k 

On obtient ainsi une application lineaire : 

X : L -> End(T(F)) 

et pour toute base (ij) de L , la sous algebre de End(T(F)) engendree par 
les operateurs X{lj) et l'identite est alors munie d'une structure de bigebre, 
que Ton designe par U x (A l ,€l) . 

On rappelle dans ce paragraphe quelques points essentiels de la construction 
dont nous aurons besoin dans le paragraphe 3 pour formuler et etablir le 
theoreme de dualite et dans le paragraphe 4 pour demontrer ses applications 
concernant la description de proprietes de l'ideal des relations dans la bigebre 
U x (A L ,e L ). 

Proposition 2.1 Pour toute cogebre F de dimension finie, de coproduit Ap, 
et counite ep, T(F) est munie d'une structure de bigebre notee: T(F)(Ap, cf)- 
Soit Invd(T(F)) la sous algebre de End(T(F)), formee par les operateurs X, 
invariants a droite, verifiant : 
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A F o X = X <g> id o A F . 
L 'application lineaire 

X G Invd(T(F)) -> uj x = e F o X G T(F)* 

est un anti-morphisme d'algebres; V application inverse est donnee par: 

X = ujx ®idoA F . 

Nous avons : 

T(F) = C®F®F®F®...® ® n F ®... 

Le coproduit A F et la counite e F sont des morphismes d'algebres respective- 
ment de T(F) -> T(F) <g> T(F) et de T(F) -> C . 
Pour 1 G C , A F (1) = 1 <g> 1 et e F (l) = 1; 

pour f E F C T(F) , le coproduit A F , coincide avec le coproduit sur F , 
ainsi que la counite . 

F etant le dual d'une algebre de dimension finie E par hypothese, en prenant 
une base pour E on obtient la base canonique duale fi pour F et done la 
base canonique associee sur T(F) . 
Si on note : _ 

A/, = E 4 ® 4 

fc 

on a : 

&F(fil®fa®. • .®fin) = E {fkkl®fkk2®--®fLM)®ifkkl®fkk2®--®f'L,kn) 

kl,k2,...,kn 

e F : T"(F) — >• C etant un morphisme d'algebres de T(F) — > C, on a bien par 
exemple : 

® fi2 ® ■ ■ ■ ® fin) = CF(/il).CF(/i2) • • • ^(/m)) , 



id (g) e F (A F (f a <S> fa <8> ■ ■ ■ <8> fin)) = fn ®> fa ® • • • ® /in • 
T(F) etant une bigebre 1 'algebre des operateurs invariants a droite 

Invd(T(F)(A F ,e F )) C End(T(F)) 
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est l'algebre des operateurs X e End(T(F)) qui verifient : 

A F o X = X <g> id o A F . 
Les formes uj E T(F)* etant munies du produit associatif : 

alors l'application lineaire : 

i:Xe Invd(T(F)) -> i(X) = e F o X e T(F)* 
est un anti-morphisme d'algebres . 

Cette dualite entre les operateurs X e Invd(T(F)) et c G T(F) sera souvant 
notee par: 

< X,c>= e F (X(c)) . 
Dans les theoremes suivants on decrit des resulats obtenus dans [1]. 

Theoreme 2.1 Soient deux cogebres L(A L ,e L ) et F(A F ,e F ), et une appli- 
cation lineaire x, 

x : L — > Invd(F) 
alors il existe une unique application lineaire X : 

X : L -> Invd(T(F)) 

telle que: 

1) pourleT(F) , X(l)(l) = e(Z)l , 

2) pourfeFcT(F) , X{l){f) = x(l)(f) , 

3) pour tout Wi,w 2 G a/ors : 

^ Les operateurs X(l) sont des operateurs invariants a droite sur T(F) , et 
Us verifient : 

5) X(l)(® n F) C ® n F 
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La demonstration de ce theoreme est donnee dans [1 ] dans un cadre un peu 
plus general que celui presente ici, d'une application lineaire x, d'une cogebre 
L de dimension finie, a valeurs dans les invariants a droite sur une cogebre 
F de dimension finie. 



Theoreme 2.2 Soient deux cogebres L(A L ,ei) et F(A F ,ep), et une appli- 
cation lineaire x, 

x : L — > Invd(F) 
et X Vunique application lineaire : 

X : L -> Invd(T(F)) 

definie dans le theoreme precedent. 

Alors ValgebreU x engendree par les operateurs X{1) G Invd(T(F)) etVidentite 
est munie d'une structure de bigebre : U x (Al,€l) , l& coproduit et la counite 
qui sont des morphismes d'algebres sont definis sur les generateurs par: 

A L (X(l))=X®XoA L (l) . 
e L (X(l)) = e L (l) 

La demonstration est donnee dans [1] ; le point essentiel qui permet de mon- 
trer que le coproduit : U x — > U x <S> U x est bien defini, repose sur le fait 
que les operateurs X{1) sont des operateurs invariants a droite sur la bigebre 
T(F) . En ce qui concerne la counite de U x on a par exemple, pour tout 
operateurs u G U x : 

e L (u).l = u(l) ; et u(l.w) = u k (l).u k (w) . 

k 

pour tout w G T(F)), ce qui demontre bien: e L ® id o A L (u) = u . 

3 Theoreme de Dualite . 

Soient L(Al, €l) et F(Ap, 6f) des cogebres de dimensions finies, avec counites. 
Ces deux cogebres sont les duaux des algebres associatives K etE . 
La donnee de l'application lineaire : 

x : L — > Invd(F) 
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est equivalente a la donnee d'une application lineaire x t 



x t : E 

et la transposition de cette application donne une application y t : 

V t :F^K 
et done une application lineaire y : 

y: F -»• Invd(L) . 

Ainsi en appliquant les theoremes precedents aux applications x et y on 
obtient les deux applications lineaires X et Y : 

X : L -> Invd(T(F)) 
Y :F -»• Invd(T(L)) 

les bigebres : 

C/ x (A L ,e L )c/nud(T(F)) 
^(Af^f) C Invd(T(L)) . 
et deux morphismes de bigebres 7r x et 7r y preservant l'unite , 

vr, : T(L) -> ^(A L ,e L ) C Invd(T(F)) C End(T(F)) 

n y : T(F) -»• V^(A F ,e F ) C Invd(T(L)) C End(T(L)) . 

Le theoreme suivant met en evidence une relation de dualite entre ces deux 
bigebres . 

Definitions 

Pour tout element c d'une cogebre C et tout operateur A invariant a droite 
sur la cogebre C , on note : 

< A,c >= e c o A(c) . 

De plus, precisons ici que dans le theoreme suivant, les cogebres sont respec- 
tivement T(F) et T(L) et que les operateurs invariants a droite concernes 
sont ceux qui sont respectivement dans U x et V y . 
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Pour toute algebre tensorielle sur V on designe par r Panti-isomorphisme 
d'algebre tensorielle correspondant au renversement de l'ordre des tenseurs, 
et 

T (V) = V®V ®V (B ...®® n V ® ... . 

Theoreme 3.1 Pour toutes suites (I1J2, ■■■l p ), h G L et (/i,/2, ■■•/g) , 
fj G F, nous avons : 

< X(k) o X(l 2 ) o ... o X(l p ), h ® / 2 (g. ... ® /,) > 

est ega/ d 

< y(/,) o y(/,_!) o ... o y(/o, z p <g> ^ ® ... ® ^ > . 

ponr w G T (L) et v £ T (F) Von a : 

< 7T x {w),V > = < TY y (r(v)), t(w) > . 

De plus cette identite reste vraie pour tout w G T(L) et tout v G T(F) . 
Demonstration. 

Pour toute application x : L — > Invd(F) il existe un unique element w G 
K <g> E tel que: 

x t (i) = / (E> id(iu) , 

et 

y t (f) =id® f( W ) . 

Nous avons ; 

< X(l),f >= e F (X(l)(f)) = e F o x (l) ® e F o A F (/)) 
ce qui s'ecrit : 

<X(l),f>=f(x t (l)) = l®f(w) 

De meme nous avons: 

< Y(f),l >= e L (Y(f)(l)) = e L o y(f) ® e L o A L (l)) = I ® /(«;) . 
Nous avons done : 
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<X(l),f>=<Y{f),l> . 

Calculons maintenant: 

<X(l 1 )oX(l 2 )o...oX(l p )J> , 

ce qui s'ecrit : 

< X(l p ) <8> X(Z p _i) (8) ... <8> X(h),A p F -\f) > , 

parceque d'apres la proposition (2,1) on sait que Ton a un anti-isomorphisme 
entre les operateurs invariants a droite sur une cogebre et l'agebre des formes 
sur cette cogebre . D' autre part: 

< y(/),Zp<g>Zp_i ® ... <g> h > , 

est egal a : 

< ® P Y o A p f\f), l p ® Z p _x (8) ... (8) Zi > , 

par construction des operateurs et parce que €l est un morphisme 

d'algebres de T(L) dans C . Et en utilisant les identites 

< X(l),f >=< Y(f), I > , Ton obtient : 

< Y(f), l p ® Z p _x (8) ... ® Zi >=< X(Zi) o X(/ 2 ) o ... o X(Z P ), / > . 
Calculons maintenant : 

< X(h) o X(l 2 ) o ... o X{l p ),h ®f 2 ®...®f q > ■ 
qui est egal a 

< A^ 1 (X(/ 1 ) o X(l 2 ) o ... o X{l p )) ,h®h®...®f q > . 

En utilisant les faits que A^" 1 est un morphisme d'algebres, ainsi que ep 
est un morphisme d'algebres (T(F) — > C), et la formule de definition des 
operateurs X{1) on obtient: 

< X(l?)oX(l^)..oX(l^)J 1 >< X(/! 2) )oX(4 2) )..oX(Z( 2 )),/ 2 > .. < X(lf)oX(ll)..oX(ll)J q > 
ou pour chaque i G (1, ■■■,p) , 



14 



ce qui invoque une sommation bien definie. 
D'autre part calculons: 

< Y(f q ) o y(/,_ 1 ) o ... o y(/ 1 ) , i p © i p _! ® ... ® Zi > . 

Les operateurs y(/) etant des operateurs invariants a droite sur T(L), on ob- 
tient en utilisant l'anti-isomorphisme entre l'algebre des operateurs invariants 
a droite sur T(L) et l'algebre des formes associees defmies sur T(L)(A L , e L ): 

< y(/i),zJ«g)Zj_ 1 <8>..<8)Zi >< y(/ 2 ),£®£_i®..®z? > .. < *m i q p ®i q p ^®..®i\ > , 

en ayant aussi utiliser le fait que A^ _1 est un morphisme d'algebres . 
Et en utilisant les identites deja demontrees : 

< Y(f ),l p <g> Z p _! ® ... <g) Z x >=< o X(Z 2 ) o ... o / > , 

on obtient le theoreme de dualite , l'extension sur T(L) et T(F) est une 
consequence des definitions . 

4 Dualite et description de proprietes des ideaux 
de relations des bigebres realisees . 

Dans ce paragraphe il est naturel d'utiliser les notations suivantes. 
Soient T(L) ou T(F) : 

T Q (L) = LffiL®L©...e ® n L ® ... ; 
c'est une sous algebre et une sous cogebre de T(L) ; 

T n (L) = C0L©L®L©...© ® n L 

D'apres les theoremes du paragraphe (2) pour tout w G K ® E on a un 
morphisme 

7T X : T(L) ^U X C Invd(T(F)) C End(T(F)) 
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donne sur les generateurs par n x (l) = X(l)et 7r x (l) = id. 

Le morphisme d'algebres n x est aussi un morphisme de cogebres: 

n x : T{L) -»• U x (A L ,e L ) . 

De plus 7^ est non seulement une representation de la bigebre T(L) sur T(F) 
mais c'est une action sur cette algebre: 

^(^(wi.ws) = 7T x (z 1 )(w 1 ).7r x (z 2 )(w 2 ) 
pour tout 2; G T(L) et tout u>i , W2 G T(F) . 

De meme on a une action de la bigebre T(F) sur 1 'algebre T(L) , donnee par 
le morphisme 7i y defini sur les generateurs par : 

ir y (f) = Y(l) eV y C Invd(T(L)) , n y (l) = id 

Tiy : T(F) -»■ V^(A F ,e F ) C Invd(T(L)) C End{T(L)) . 
Definition. 

L'espace vectoriel des relations d'ordre m de la bigebre U x est le sous espace 
vectoriel R m (U x ) C T m (L) , noyau de l'application 

n x : T m (L) ^U X C Invd(T(F)) . 

On a de meme les definitions similaires pour les espaces R n (V y ) C T n (F) qui 
sont les noyaux des applications 

n y : T n (F) ^ V y C Invd(T(L)) . 

4.1 Les espaces de relations d'ordre m sont des coideaux. 

Theoreme 4.1 Les sous espaces vectoriels de relations R m (U x ) , (d'ordre 
m) , respectivement R n (V y ), (d'ordre n), sont des coideaux des bigebres 
T(L)(A l ,€l) respectivement T(F)(A f ,€f) ■ 

Et les ideaux de relations pour les bigebres U x = tt x (T(L)) et V y = Tv y (T(F)) 
sont des coideaux. Ces ideaux sont engendres par des sommes de coideaux 
de dimensions finies . 

Demonstration. 

Un element w m e T m (L) est une relation si et seulement si Tv x ( w m) — 0. 
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D'autre part, 7i x (w m ) est un operateur dans U x et en particulier un operateur 
invariant a droite sur T(F) ; il est nul si et seulement si : 

< 7Tx( w m)) z >= pour tout z G T(F) . 

Le theoreme de dualite nous dit done que w m G R m (U x ) si et seulement si 

< TT y (r(z)),r(w m ) >= 0,Vz G T(F) 

ou r designe l'anti-isomorphisme d'algebre tensorielle du renversement de 
l'ordre dans les tenseurs . 

D'autre part T m (L) est une cogebre de dimension finie, et les operateurs 
invariants a droite -K y {r(z)) , laissent invariant cette cogebre; ils engendrent 
done une sous-algebre de dimension finie dans le dual de T m (L); le theoreme 
de dualite exprime que r(R m (U x )) est precisement forme par les elements de 
T m (L) qui s'annulent sur cette sous-algebre; r(R m U x ) est done un coideal. 
De plus parce que A L : T(L) — > T(L) <g) T(L) est un morphisme d'algebres , 
l'on a: 

Aior = r®roAi , 

et 

A L (r( J R m )) C r(R m ) <g) T m {L) + T m (L) <g> r(i? m ) , 
et done R m {U x ) est aussi un coideal : 

k L {Rm{U x )) C i? m (^) ® T m (L) + T m (L) ® i? m (^) . 

II est d'autre part clair que la somme des ideaux engendres par les espaces de 
relations d'ordre m est l'ideal des relations de la bigebre U x (Al, e^), et e'est 
bien un coideal. Ce theoreme valable pour toutes les bigebres construites a 
partir de la donnee d'une application lineaire x : L — > Invd(F) ou L et F 
sont deux cogebres de dimensions finies est done aussi valable pour la bigebre 
V y (A F ,e F ) . 

Le theoreme precedent permet par relations d'orthogonalites de determiner 
l'ensemble des relations d'ordre m pour chaque valeur de m, mais ne donne 
pas de methode de les obtenir et surtout ne dit pas si l'ideal des relations est 
un ideal engendre par un nombre fini de relations . 

Le theoreme precedent permet cependant de decrire de fagon precise les 
conditions algebriques necessaires et suffisantes pour l'obtention d'une ou 
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plusieurs relations dans la bigebre U x (Al,€l), a partir de la connaissance 
des relations dans l'algebre Invd(F), des relations dans l'algebre K et de 
l'application x : L — > Invd(F) . C'est ce que nous allons decrire maintenant. 

Remarque. 

Soient L et F les cogebres duales des algebres K et E et 

x : L — > Invd(F); on rappelle que la donnee de x est exactement la donnee 

de 

x t : L -> £ . 

Soit le produit des algebres ® n E, n > ; cette algebre est notee : 

11(E) = Yl ® n E , 

n>0 

avec ®°E = C, son dual est la cogebre : 

T(F) 

et si a I E L on associe l'element suivant, de l'algebre n«>o ® n E > 

i ( (o = (®^oAr i (owo 

avec pour n = la valeur l.e(Z) . Alors l'operateur multiplication a gauche 
par X t (l) agit par transposition sur T(F) et cette transposition coincide 
avec l'operateur X(l). 

L'algebre U x , engendree par les operateurs X(l) et l'identite est done anti- 
isomorphe a l'algebre engendree par les operateurs X t (l) et la multiplication 
par l'unite de n{E). 

Le probleme que Ton veux aborder est celui de l'obtention de conditions 
algebriques necessaires et suffisantes pour la constuction des relations dans 
U x C Invd(T(F)), a partir de la connaissance des relations dans E ou de 
fagon equivalente dans Invd(F), ainsi que des relations dans K, et de la 
donnee de l'application x : L — > Invd(F) . 

Soit w G T m (L), on considere dans H(K) la somme de tout les ideaux, 
orthogonaux a w . C'est le plus grand ideal orthogonal a w; et l'orthogonal 
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de cet ideal est la plus petite sous cogebre C w de T m (L), contenant w. De 
plus t(C w ) est aussi une sous cogebre de T m (L) qui contient r(w) , et c'est 
la plus petite ; l'orthogonal dans H(K) de t{C w ) est done le plus grand ideal 
de H(K) orthogonal a t(w) . 

Le theoreme precedent restant valable pour toutes sous cogebres de T(L), 
parce que leurs images par r restent de sous cogebres et sont done invari- 
antes sous Paction des operateurs invariants a droite sur T(L) et en particulier 
sous Taction de la bigebre Vy(Ap, €f), l'on a : 

Theoreme 4.2 Soient w une relation d'ordre m et C w la plus petite sous 
cogebre de T m (L) contenant w ; w G R m {U x ) D C w . 
L'on a : 

Rm{U x ) fl C w est un coideal . 

Demontrons maintenant le theoreme suivant reliant les relations de U x aux 
coideaux de T(L) contenus dans ker n\. fl ker ei , 

Til : T(L) -> Invd(F) C Invd(T(F)) 

Theoreme 4.3 Soit w G R m {U x ) , w = J2 n eic(o...m) w n , ou w n <E ® n L. 
Rm{U x ) H C w est un coideal de relations contenant w. L'orthogonal de ce 
coideal est une sous algebre B w .Soit B™ ax un element maximal de V ensemble 
des sous algebres contenues dans H(K) , dont l'orthogonal contienne w et soit 
inclus dans 

ker e L n ker {n l x : T(L) -> Invd(F)) 

Alors l'orthogonal de B™ ax est un coideal minimal de relations contenant w. 
Ce coideal est contenu dans le coideal 

Rm{U x ) n C w , 

oil C w est la plus petite sous cogebre de T(L) contenant w . 
Demonstration. 

L'orthogonal d'une telle algebre B™ ax maximale, parceque c'est un coideal de 
T(L) contenu dans ker e L fl ker (n], : T(L) — > Invd(F)), il est alors contenu 
dans l'ideal des relations de U x . En effet il suffit de demontrer que pour tout 
n > 2 , 

7T x (u)(z) = pourz G ® n F 



19 



pour tout u dans ce coideal; Ton a parce que U X (A L , e L ) agit sur T(F) : 

*x{u){z) = -K l x ®Ttl®...®nlo&l-\u)(z) ; 

par hypothese u appartient a un coideal C contenu dans 
ker tx\ : T(L) — > Invd(F) ; mais 

A n ~\C) C C®T(L)...®T{L)+T(L)®C®T(L)...®T{L)+...+T(L)...®T(L)®C , 
ce qui demontre que C est un coideal de relations de U x parce que 

ttKC) = [0] C Invd(F) 

par hypothese . 

D'autre part B™ ax etant un element maximal, ce coideal de relations est 
minimal et contient w . 

Montrons que ce coideal est contenu dans R m (U x ) D C w . 
Soit I l'orthogonal de C w ; on rappelle que I est le plus grand ideal de H(K) 
orthogonal aw;ona: I + B™ ax est une algebre dont l'orthogonal contient 
w et est contenu dans l'ideal des relations de U x ; parce que B™ ax est un 
element maximal, on a : I + B™ ax = B™ ax 

et l'orthogonal de B™ ax est bien un coideal contenu dans R m D C w . 

4.2 Premiere construction de l'espace vectoriel des re- 
lations d'ordre m . 

Le theoreme suivant decrit une methode pour obtenir par exemple l'espace 
vectoriel des relations d'ordre m de la bigebre U x (Al,€l) ■ 

Soit le sous espace vectoriel R x m de T m (L) defini par le noyau de it]. : 

R l m = T m (L) n ker n\ , ^ : T(L) Invd{F) C Invd(T(F)) . 

L'algebre H(K) est le dual de T(L) et l'orthogonal de R^ est un sous espace 
vectoriel de H(K) de la forme : 

w m e J] ® n K 

n>m 

20 



ou W m est un sous espace vectoriel de T m (K) . 

Soit B(W m ) la plus petite sous algebre de T m (K) contenant W m et l'unite 
de l'algebre T m (K) ; 
on a alors : 

Theoreme 4.4 L'orthogonal dans T m (L) de la sous algebre B(W m ) est R m (U x ) 
le coideal des relations d'ordre m . 

Demonstration : 

L'orthogonal dans T m (L) de B(W m ) est un coideal de T m (L) contenu dans 
kereL H ker tx x ; c'est done un coideal de relations d'ordre m d'apres le thm 
4.3 ; d'autre part on a vu, comme consequence du theoreme de dualite ,(thm 
4.1), que l'espace des relations d'ordre m , R m (U x ) est un coideal evidemment 
contenu dans /cerebri ker ti x ; son orthogonal est une algebre B m qui contient 
W m et l'unite de T m (K) ; done B(W m ) C B m et par orthogonalite on obtient 
que l'espace des relations d'ordre m est contenu dans l'orthogonal de B(W m ), 
ce qui donne le theoreme. 

Remarque. 

Les theoremes precedents concernant les espaces de relations d'ordre m, 
R m (U x ) = T m (L) fl ker ir x , ir x : T(L) — > U x C Invd(T(F)) se generalisent 
pour toutes sous cogebres de dimensions finies de T(L) , en definissant 
l'espace des relations dans la cogebre C par : 

Rc(U x ) = C fl ker n x . Ceci est du aux faits que dans l'utilisation du 
theoreme de dualite, toute sous cogebre de T(L) est invariante sous Faction 
des operateurs ir y (T(F)), qui sont des operateurs invariants a droite sur T(L), 
et que l'image par l'anti -isomorphisme r d'une cogebre est une cogebre . 

Pour obtenir une information plus precise sur l'ideal des relations, il est utile 
d'avoir une description plus concrete de l'algebre donnee par l'application du 
theoreme de dualite dans le theoreme 4.1 . 

4.3 Construction complement aire de l'espace vectoriel 
des relations d'ordre m. 

Le theoreme de dualite nous a permis de montrer que l'espace vectoriel des 
relations R m (U x ) est un coideal de la cogebre T m {L) , dont le dual est T m (K). 
Soit B m C T m (K) l'orthogonal de R m (U x ); c'est une sous algebre de T m (K). 



21 



Le theoreme precedent a donne une caracterisation de cette algebre: 

B m est l'algebre engendree par l'espace vectoriel W m et l'unite de T m (K) . 

W m est l'orthogonal de l'espace vectoriel : 

R l m = T m (L) n ker[Tx\ : T(L) Invd(F)) . 

Nous allons montrer que B m coincide avec l'algebre B m engendree de la fagon 
suivante dans T m (K): 

pour tout / G F soit Y^ p (f) defini par : 

Yt m op (f)= E ^ oA S(/)eM 

n€(0..m) 

ou Aj? op designe le coproduit oppose sur F , 

et oil y : F — * Invd(L) definit y t : F —* K par la coincidence de avec la 
transposition de l'operateur multiplication a gauche par yt(f) ', pour n — , 

Soit S m l'algebre engendree dans T m (K) par l'espace vectoriel y t ^ p (F) et 
l'identite de T m (K) ; 
on a le theoreme suivant: 

Theoreme 4.5 L'orthogonal de B m dans T m (L) est l'espace des relations 
d'ordre m : R m {U x ) ; et Von a done 

B m = B m , Vm. 

Demonstration. 

Dans le theoreme 4.1 on a vu que w 6 T m (L) est une relation de U x si et 
seulement si : 

<n y (T(F)),r(w) >= 

si et seulement si 

e L on y (T(F))(T(w)) = 0. 

En particulier evaluons cette expression sur f E F <ZT(F) ; par la linearite 
de l'operateur %(/) sur T(L) , Ton a : 
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e L on y (f)(r(w)) = ]T < ® n yo/^f\f), r(w n ), >= ]T < ® n yo T oA n f\f), w m > , 

n£(0,m) n€(0,m) 

ce qui est egal a 

< ° A^(/), W m > = < 7T™ op (f),W > . 

nS(0,m) 

ou 7r™ (/) est l'operateur invariant a droite sur T m (L) correspondant a la 
multiplication a gauche par Y™ op (f) dans T m (K). 

Considerons plus explicitement l'operateur TT y (f) o r : 

^(Z) o t = e L o ^(Z) ® id o r ® r o A L 

ou Ton a utilise le fait que et r sont respectivement un morphisme 
d'algebres et un anti-homomorphisme d'algebre. 
On obtient done : 

%(/) OT = roTr yj0p (f). 

Done w G T m (L) est une relation d'ordre m de la bigebre U x si et seulement 
si pour toute suite (/i, / 2 , •••/ (? ) l'on a : 

£L ° Ky(fq) ° ••• ° Kyih) ° ^(/l) ° r M = et e L ° %(1) (r(w)) = = e L (lu). 

Par l'iteration de la formule precedente on obtient done que : w G R m (U x ) 
si et seulement si pour toute suite (/i, / 2 , l'on a : 

e L o r o iTy :0p (f q ) o ... o 7r y>0 p(/ 2 ) o 7r V) op(/i)(«;) = et e L (tw) = . 

L'on a aussi or = e^, et utilisant l'anti-isomorphisme entre les operateurs 
invariants a droite sur T m (L) et l'algebre des operateurs multiplications a 
gauche sur T m (K) l'on obtient : 

w est une relation d'ordre m de U x si et seulement si w est orthogonal a 
l'algebre B rn engendree dans T m (K) par les operateurs Y^ p (F) et l'identite 
de T m (K). 

La complementarite de ces deux constructions de R m {U x ) provient de ce 
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que les deux algebres identiques qui definissent 1 'orthogonal de cet espace de 
relations, B m et B m sont engendrees par des sous espaces vectoriels differents. 
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